II. Основная часть

2.1 Применение графиков в теме«Параллельный перенос»

        При изучении темы « Движение » можно рассмотреть задания на координатной плоскости. 
Задача  №1. Перемещение изображений на координатной плоскости. (Перемещение по вертикали). На рисунке изображена веточка дуба с тремя жёлудями. Причём два жёлудя совершенно одинаковы и расположены так, что если переместить верхний жёлудь строго по вертикали на 9 единиц вниз, то он в точности совпадёт с нижним жёлудем и, наоборот, верхнее изображение может быть получено посредством  перемещения нижнего на 9 единиц по вертикали вверх.
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Пронумеруем узловые точки изображений обоих  жёлудей одинаковыми числами от 1 до 7. Определим координаты точек верхнего жёлудя  и запишем их в первой строке таблицы, приведённой ниже. Найдём координаты точек  нижнего жёлудя и запишем их во второй строке таблицы.  Сравним координаты соответствующих точек изображений.
	Номера узловых  точек
	1 
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	Координаты узловых точек верхней фигуры
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты узловых точек нижней фигуры
	
	
	
	
	
	
	


Вывод: Если переместить изображение фигур вертикально  вниз (вверх) по координатной плоскости, то абсциссы его точек не изменятся, а ординаты  изменятся на одно и то же число, равное 9, на которое выполнено перемещение.

 Задача  № 2

На рисунке изображён игрушечный состав, состоящий из локомотива и трёх вагонов. Первый и третий вагоны совершенно одинаковы и расположены так, что если изображение третьего вагона переместить строго по горизонтали вправо на 18 единиц, то оно в точности совпадёт с изображением первого вагона и, наоборот, перемещая фигурку первого вагона на 18 единиц влево по горизонтали, можно совместить её с фигуркой третьего вагона. Пронумеруем узловые точки изображений первого и последнего вагонов одинаковыми числами от 1 до 12. Определим координаты всех точек изображения первого вагона и запишем их в первой строке таблицы, приведённой ниже. Найдём координаты всех точек  изображения третьего вагона и запишем их во второй строке таблицы. Сравним координаты соответствующих точек двух изображений и сделаем вывод.
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Заполним таблицу:

	Номера узловых точек
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Координаты узловых точек правой фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты узловых точек левой фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод: Ели переместить изображение на координатной плоскости влево или вправо по горизонтали, то ординаты его точек  будут неизменны, а абсциссы изменятся на одно и то же число, равное 18, на которое выполнено перемещение.

      Задача № 3 
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На рисунке изображён ландыш, у которого четыре цветка. Изображение второго и четвёртого цветков совершенно одинаковы, и если второй цветок переместить на 10 единиц вниз строго по вертикали и на 6 единиц влево строго по горизонтали, то он в точности совпадёт с четвёртым цветком, и наоборот, если изображение четвёртого цветка переместить на 10 единиц строго по вертикали, то оно полностью совпадает с изображением второго цветка. Пронумеруем узловые точки изображений обоих цветков одинаковыми числами от 1 до 8.Определим координаты всех точек второго цветка и запишем их в первой строке таблицы, приведённой ниже. Найдём координаты всех точек четвёртого цветка и запишем их во второй строке таблицы. Сравним координаты соответствующих точек изображений. 

	Номера узловых точек
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	Координаты второго цветка
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты четвёртого цветка
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод:  Если  переместить фигуру по координатной плоскости в произвольном направлении, не изменяя её ориентации относительно вертикали или горизонтали, то абсциссы всех точек изменятся на 6 единиц, и ординаты всех точек изменятся на 10 единиц.
Выводы, сформулированные в задачах 1-3, позволяют записывать координаты перемещённых фигур, не прибегая к их изображениям на координатной плоскости. При этом надо знать: 
1) координаты исходной фигуры; 2) направление перемещения; 3) число единиц, на которое это перемещение выполнено; 4) характер изменения координат. На первых порах можно вести запись в таблице, аналогичной тем, которые использовались выше. Узловые точки исходной фигуры можно нумеровать в произвольном порядке, но лучше это делать в той последовательности, которая быстрее позволит восстановить контур перемещённой фигуры.      
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2.2. Удлинение (укорачивание) изображений на координатной плоскости.

Задача № 1
      На рисунке изображён уличный фонарь. Предположим, что возникла необходимость в увеличении (уменьшении) его высоты на несколько единиц. Пронумеруем узловые точки изображения фонаря числами от 1 до 16. Определим координаты этих точек и запишем их в первой строке таблицы. Удлиним изображение на 3 единицы пунктирной линией. Определим координаты перемещённых точек и запишем их во второй строке таблицы. Укоротим изображение фонарного столба на 2 единицы пунктирной линией. Определим координаты точек и запишем их в третьей строке таблицы. Сравним  координаты соответствующих  точек первой, второй и третьей строк таблицы.

	Номера узловых точек
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17

	Координаты исходной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты удлинённого фонаря
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты укороченного фонаря
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод: При удлинении (укорачивании) изображения какого-либо предмета на координатной плоскости на несколько единиц по вертикали вверх (сверху) абсциссы перемещённых точек не изменятся, а их ординаты увеличатся на 1 единицу.
Удлинение (укорачивание) по вертикали вниз  (снизу)
Задача № 2.
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На рисунке изображён зонтик, расположенный вертикально. При изготовлении различных модификаций зонта может возникнуть необходимость в рукоятках различной длины 

Пронумеруем узловые точки изображения зонта числами от 1 до 11. Определим координаты этих точек и запишем их в первой строке таблицы, приведённой ниже. Удлиним изображение рукоятки зонта на 5 единиц пунктирной линией. Определим координаты перемещённых точек и запишем их во второй строке таблицы. Укоротим изображение рукоятки зонта на 2 единицы пунктирной линией. Определим координаты перемещённых точек и запишем их в третьей строке таблицы. Сравним координаты соответствующих точек первой, второй и третьей строк таблицы. Сформулируем вывод.
Заполним таблицу

	Номера узловых точек                                                 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	
	

	Координаты исходной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты удлинённого зонта
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты укороченного зонта
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод: При удлинении (укорачивании) изображения какого-либо предмета на координатной плоскости на несколько единиц по вертикали вниз (снизу) абсциссы переменных точек не изменятся, а их ординаты увеличатся на 3 единицы.                

Удлинение (укорачивание) по горизонтали вправо (справа),
 влево (слева).
Задача №3 
На рисунке изображён гимнастический эспандер, расположенный горизонтально. Предположим, что левый конец эспандера зафиксирован, а за правый тянули в горизонтальном направлении, удлинив его на 5 единиц. Теперь зафиксируем правый конец, а за левый потянем в горизонтальном направлении, удлинив его на 7 единиц.
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     Пронумеруем узловые точки изображения эспандера числами от 1 до 12. Определим координаты этих точек и запишем в первой строке таблицы, приведённой ниже. Пунктирной линией выполним изображение эспандера, растянутого влево. Определим координаты перемещённых точек и запишем их во второй строке таблицы. Сравним координаты соответствующих точек первой, второй и третьей строк.

Заполним таблицу.
	Номера узловых точек 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	1
	
	

	Координаты исходной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты фигуры, удлинённой вправо
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты фигуры, удлинённой влево
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод: 1) При удлинении (укорачивании) изображения какого- либо предмета на координатной плоскости на несколько единиц по горизонтали вправо (справа) – ординаты перемещенных точек неизменны, а их абсциссы изменятся на 5 единиц.

 2) При удлинении (укорачивании) изображения какого – либо предмета на координатной плоскости на несколько единиц по горизонтали влево ( слева) ординаты перемещенных точек не изменятся, а их абсциссы изменятся на 7 единиц. 
Удлинение (укорачивание) изображений в произвольном направлении.

Задача № 4. 
На рисунке, приведенном ниже, изображена строительная машина с телескопической  вышкой, которая может выдвигаться в нужном направлении. Предположим, что при выполнении строительных работ потребуется выдвинуть подъемную площадку на некоторое расстояние. Пронумеруем узловые точки изображения подъемной площадки числами от1 до 10. Определим координаты точек и запишем их в первой строке таблицы. Сравним координаты соответствующих точек первой и второй строк таблицы
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ЗАПОЛНИМ  ТАБЛИЦУ

	Номера узловых точек
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Координаты исходной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты измененной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


ВЫВОД

При удлинении (укорачивании) изображения какого-либо предмета в произвольном направлении на координатной плоскости абсциссы и ординаты изменяется на определенное число  

Выводы полученные в заданиях  во многом аналогичны выводам  сформулированным в п. 2.1. Однако, есть одно существенное различие: при удлинении изображения на координатной плоскости перемещается  не все точки заданной фигуры, а лишь их  некоторая часть, остальные же точки остаются неподвижными и, стало быть, их координаты не изменяются.  При удлинении ( укорачивании)  изображений в координатах сначала записывают координаты заданной фигуры, затем определяет точки, которые необходимо переместить, чтобы удлинить или укоротить изображение, далее определяют направление перемещения этих точек: вправо, влево и вниз, число единиц, на которое необходимо выполнить перемещение, и наконец записывают координаты перемещенных точек с учетом выводов приведенных ранее, и неподвижных точек.

2.3. Симметричное отображение изображений относительно осей   координат.

Симметричное отображение относительно оси ординат.
Задача №1.
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На рисунке изображены бодающиеся козлики. Их фигурки совершенно одинаковы, но расположены по- разному: они ориентированы навстречу друг другу, а если перегнуть лист пополам по оси ординат, то их изображения полностью совпадут. В этом случае говорят, что фигуры симметричны относительно оси ординат. Пронумеруем узловые точки обоих изображений козликов числами от 1 до 48. Определим координаты всех точек изображения левого козлика и запишем их в первой строке таблицы, приведенной ниже. Найдем координаты всех точек изображения правого козлика и запишем их во второй строке таблицы. Сравним координаты соответствующих точек двух изображений и сделаем вывод.
Заполним таблицу.

	Номера узловых точек
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты правой фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты левой фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод. Ординаты точек фигур, симметричных относительно оси ОУ, остаются неизменными, а их абсциссы будут противоположны.
Симметричное отображение относительно оси абсцисс.
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Задача № 2. 
На рисунке изображена бабочка, верхняя и нижняя половинки которой совершенно одинаковы и расположены так, что если перегнуть лист по оси абсцисс, то они полностью совпадут. В этом случае говорят, что прямая ОХ является осью симметрии фигуры, а верхняя и нижняя половины фигуры симметричны относительно оси абсцисс. Пронумеруем узловые точки верхней и нижней частей бабочки числами от 1 до 18. Определим координаты всех точек верхней части изображения и запишем их в первой строке таблицы, приведенной ниже. Найдем координаты всех точек нижней части изображения и запишем их во второй строке таблицы.      Сравним координаты соответствующих точек и сформулируем вывод.

Заполним таблицу.
	Номера узловых точек
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Координаты верхней половины
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты нижней половины
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод. Абсциссы точек, симметричных относительно оси ОХ, остаются неизменными, а их ординаты будут противоположны.

СИММЕТРИЧНОЕ  ОТОБРАЖЕНИЕ  ОТ  ОБЕИХ  ОСЕЙ

КООРДИНАТ

Задача № 3.

На  рисунке изображены три стрелы, летящие в разных направлениях. Первая стрела летит на северо-восток, вторая - на северо-запад, а третья на юго-запад.
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Поскольку первая и вторая фигуры симметричны относительно оси координат, вторая и третья - симметрична относительно оси абсцисс, можно сказать, что третья фигура получается путем последовательного отображения фигуры 1 от оси ординат и оси абсцисс. При этом ориентация фигуры (направление полета стрелы) сменилась на обратное: было северо-восточным, а стало юго-западным. 

Пронумеруем узловые точки первой и третьей одинаковыми числами от 1 до 10. Определим координаты всех точек изображения 1 и запишем их в первой строке таблицы, приведенной ниже. Найдем координаты всех точек изображения 3 и запишем их во второй строке таблицы.  Сравним координаты соответствующих точек и сформулируйте вывод. 

	Номера условных точек 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Координаты изображения

   фигуры 1 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты изображения 
    фигуры2
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты изображения 

    фигуры3
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вывод. Если симметрично отобразить изображение фигуры сначала от одной оси координат, а затем от другой, то абсциссы его точек противоположны, ординаты его точек противоположны. 

Сформулированные в заданиях 1-3 выводы позволяют выполнять симметричное отображение изображений от осей координат без построения самих изображений на координатной плоскости. Для этого необходимо знать: а) координаты узловых точек исходного изображения; б) вид симметрии; 
в) характер изменения координат (вывод 1-3)
2.4. ПОВОРОТ ИЗОБРАЖЕНИЙ В КООРДИНАТАХ. ПОВОРОТ ФИГУР, ГОРИЗОНТАЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫХ. 
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Задача № 1.
На рисунке изображен парусник. Он размещен в некоторой части координатной плоскости, ограниченной пунктиром прямоугольником, и ориентирован слева - направо по горизонтали. Пронумеруем узловые точки заданной фигуры числами от 1 до 16. Определим координаты этих точек и запишем их в первой строке таблицы, приведенной ниже. Запишем во второй строке этой таблицы  координаты узловых точек фигур, симметричной заданной относительно  оси ординат. Сравним координаты соответствующих точек первой и третьей строк таблицы. Сопоставим изменения координат с размерами пунктирного прямоугольника и его расстоянием от оси ординат. 
Сформулируем вывод. Запишем в третьей строке таблицы координаты узловых точек перемещенной фигуры. 
	Номера узловых точек 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	Координаты исходной

фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты симметричной фигуры 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты перемещенной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


ВЫВОД:
Если развернуть горизонтально ориентированную фигуру на месте, то ординаты е точек не изменяется, абсциссы изменяются так, что их можно определить по формуле: х = - х + (а+1), где х- первоначальное значение абсциссы точки; а расстояние от оси ординат до пунктирного прямоугольника; 1- длина пунктирного прямоугольника. Знак «+» берется в том случае, когда исходное изображение расположено в правой части координатной плоскости и соответствующие ему точки имеют координаты абсциссы. Знак «- » берется в том случае, когда исходное изображение расположено в левой части координатной плоскости, и соответствующие ему точки имеют координаты ординат. 
Поворот  ФИГУРЫ, ВЕРТИКАЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННОЙ.
Задача № 2.
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На рисунке изображен реактивный самолет, он размещен в некоторой части координатной плоскости, ограниченной пунктирным прямоугольником, и ориентирован снизу-вверх по вертикали. 

        Предположим, что возникла необходимость развернуть этот самолет, т.е. изобразить его в том же самом месте, но ориентировать в обратном направлении (сверху - вниз по вертикали). Пронумеруем узловые точки заданной фигуры числом от 1 до 32. Определим координаты этих точек и запишем их в первой строке таблицы, приведенной ниже. Во второй строке таблицы запишем координаты узловых точек фигуры, симметричной заданной относительно оси абсциссы. Построим симметричную фигуру и обведем ее пунктирным прямоугольником. В третьей строке таблицы запишем координаты точек фигуры, полученной перемещением по вертикали сверху - вниз симметрично фигуры на столько, чтобы та  заняла место, которое занимает исходное изображение. Сравни координаты соответствующих точек первой и третьей строк таблицы. Cоставьте изменения координаты с  размерами пунктирного прямоугольника и его расстоянием от оси абсцисс. Сформулируем вывод.
	Номера узловых точек
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Координаты исходной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты симметричной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты переменной фигуры
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


ВЫВОД. Если развернуть вертикально ориентированную фигуру на месте, то абсцисса ее точек не изменятся, а ординаты изменятся так, что их значения можно определить по формуле: у = - у + (а + б), где у – первоначальное значение ординаты точек; а – расстояние от оси абсцисс до пунктирного прямоугольника; б- высота пунктирного прямоугольника. Знак « +» берется в том случае, когда исходно изображение расположено в верхней части координатной плоскости и соответствующие ему точки имеют соответствующие ордината. Знак «-»берется в том случае, когда исходное изображение расположено в нижней части координатной плоскости соответствующие ему точки имеют соответствующие абсциссы.  
ПОВОРОТ  НАКЛОННО ОРИЕНТИРОВАННЫХ  ФИГУР.

Задача № 3. 

На рисунке изображена ракета, она размещена в некоторой части координатной  плоскости, ограниченной осями координат, и ориентированна не вертикально и не горизонтально (на северо-восток). 

Предположим, что возникла необходимость развернуть ракету, т.е. изобразить ее в том же месте, но ориентировать в обратную сторону (на юго-запад). 
[image: image13.jpg]


Пронумеруем узловые точки заданной фигуры числами от 1 до 13. Определим координаты этих точек  и запишем их в первой строке таблицы, приведенной ниже. Во второй строке таблицы запишем координаты узловых точек фигура, симметричной заданной относительно оси ординат. Изобразим симметричную фигуру. В третьей строке таблицы запишем координаты точек фигуры, симметричной построенной относительно оси абсцисс. Построим симметричную фигуру. В четвертой строке таблицы запишем  координаты точек фигуры, полученной перемещением третьего изображения слева - направо и снизу - вверх на столько единиц, чтобы оно заняло то место, которое занимает исходное  изображения ракеты. Сравним координаты соответствующих точек первой и четвертой строк таблицы. Сопоставим изменения координат с расстоянием от осей координат до ракеты.   
	Номера условных точек 
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Координаты исходной фигуры 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты симметричной относительно Оу фигуры 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координатной симметричной относительно Ох фигуры 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Координаты переменной фигуры 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


ВЫВОД: Если развернуть на месте наклонно ориентированную фигуру, то абсциссы ее точек изменяются и ординаты ее точек не изменяются. 

Сформулированные выше выводы позволяют выполнять разворот изображений сразу в координатах, без построения самих изображений на координатной плоскости. Для этого необходимо знать: а) координаты условных точек исходного изображения; б) ориентацию фигуры (вертикально, горизонтально и наклонно); в) фигуру, позволяющую вычислять значения координат условных точек исходной фигуры. 
2.5. ПОСТРОЕНИЕ  РИСУНКОВ ПО  ЗАДАННЫМ  КООРДИНАТАМ.

БУРАТИНО. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


[image: image14.jpg]w

12

1/





ДЕЛЬФИН. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
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2.6. ПОСТРОЕНИЕ  РИСУНКОВ  С  ПОМОЩЬЮ  ГРАФИКОВ  ФУНКЦИЙ.

КИТ.                                                                    ГОЛОВА   МАЛЬЧИКА
 1. у = 2\27 х2 – 3 ,    х    0;9 

 2. у = 0,04 х2 -3 ,      х    -10;0 

 3. у = 2\9(х +6 )2 +6 ,     х     -3;9
 4. у = -1\12 (х – 3 )2 + 6 ,    х     -3;9
 5. у = 1\9(х – 5)2 + 2 ,       х      5;8,3
 6. у = 1\8(х -7)2 + 1,5 ,      х        5;8,5
 7. у = -0,75(х + 11)2 +6,    х      -13;-9
 8. у = -0,5(х + 13)2 +3,   х       -15;-13
 9. у = 1 ,                          х       -15;-10
 10. у = 3 ,                         х        3;4
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1. у = -1\6 х2 +6 ,                 х      -6;6
2. у = 1\8 х2 – 2 ,                 х      -6;6
3. у = 1,5 √х +8 ,                 х      -8; -4
4. у = 1,5 √8 – х ,                х      4,5; 8
5. у = -1,5√х +8 ,                 х      0;8
6. у = -1,5√8 –х ,                  х      -8;0

7. у = 0,5(х + 2)2 -5,            х      -3;-1
8. у = 0,5(х – 2)2 -5,             х      1;3
9. у = 2х2 – 6,                  х      -0,5;0,5 
10. у = 6\25х2 – 9,                х      -5;5
11. у = -7  ,                          х      -1;1
III. ВЫВОД:  

В заключении этой работы, мне хочется отметить, что при изучении графиков функций очень помогают в условии материала, задания в которых появляется эстетический потенциал школьного курса математики, в так называемых красивых заданиях на координатной плоскости. Такие заданиях неизменно вызывают большой интерес, прежде всего потому, что они просты по форме и очень разнообразны по строению. Также они обеспечивают творческое отношение к изученному материалу,  побуждают и приучают к активной самодеятельной деятельности, подготавливают к исследовательской работе, формируя при этом навыки конструктивного отношения к любому делу. Такие задания побуждают фантазию, заставляют воочию увидеть связь красоты и математики, непосредственно соприкоснуться с миром прекрасного на уроке, в процессе выполнения учебно-познавательных. 
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I. Введение.  Из истории развития функций.

Понятие функции является одним  из основных понятий математики вообще и школьной математики в частности. Оно не возникло сразу в таком виде , как мы им пользуемся сейчас, а, как и другие фундаментальные  понятия,  прошло  длинный путь диалектического и  исторического развития. Идея функциональной зависимости восходит к древнегреческой математике. Однако, древними греками идея функциональной зависимости осознавалась интуитивно. 

Уже в XVI- XVII веках  техника, промышленность, мореходство поставили перед математикой задачи,  которые нельзя было решить имеющимися методами математики постоянных величин. Нужны были новые математические методы, отличные от методов элементарной математики. 

Впервые термин “функция” вводит в рассмотрение знаменитый немецкий математик и философ Лейбниц в 1694 году.  Однако, этот термин (определения он не дал вообще) он употребляет в узком смысле, понимая под функцией изменение ординаты кривой в зависимости от изменения ее абсциссы. Таким образом, понятие функции носит у него “геометрический налет”. 

Ученик Лейбница Иоганн Бернулли пошёл дальше своего учителя. Он дает более общее определение функции, освобождая  его от геометрических представлений и терминов: “Функцией переменной величины  называется количество, образованное  каким угодно способом из этой величины  и постоянных.”

Под “каким угодно способом “ во времена Бернулли понимали арифметические операции, извлечение корня, тригонометрические и обратные им функции; показательные, логарифмированные  “операции”, а также их различные комбинации. 

Однако, по определению Бернулли, функцией не считались функциональные зависимости (с современной точки зрения ), заданные на разных участках области определения различными аналитическими выражениями. 

Однако, определение функции данное Бернулли, устроило математиков, так как оно охватывало в то время все функции, какие были в употреблении и изучались математиками. Следует заметить, что подход к определению функции как к аналитическому выражению, которым оно задано , долго господствовал в математике  вплоть до XVIII века. Это определение полностью признавал и великий Эйлер.

Вместе с тем в математике все больше и больше  накапливались примеры таких функций, какие не подходили под соответствующее определение. Отказать в существовании таким величинам было нельзя, так как  они выражали определенные жизненные закономерности, но и 
признать их функциями  было тоже нельзя, так как они не подходили под существующее определение. Все крупнейшие математики, в том числе и Эйлер, видели это и понимали, что нужно отказаться  от существующего  определения  и расширить  понятие функции. В этом направлении начали принимать робкие попытки Эйлер, Бернулли и другие.

Окончательный разрыв между  пониманиями  функции, и её аналитического выражения произошёл в начале  XIX века, после того, как французский  математик Фурье показал, что функции, заданные на  разных участках  области определения по-разному  можно, вообще говоря, представить во всей области задания в виде суммы одного и того же бесконечного ряда.  Таким образом, несущественно  одним или многими выражениями  задаётся функция, суть лишь в том, какие значения принимает одна величина при заданных значениях другой величины.  Открытие Фурье нанесло сокрушительный удар по догмам XVIII века.

Сейчас мы знаем четыре способа задания функций: аналитический, графический, табличный и словесный,  причем точно различаем само понятие функции и способы ее задания.  

                                               x2n-1     

У нас функция  f(x)= lim   --------        не вызывает  никаких нареканий, а у математиков 

                                     n→∞        xn-1
  XVII-XVIII веков  велись острейшие  споры можно ли функцию, записанную не конечной формулой,  а бесконечным рядом,  считать  функцией или нет. На протяжении двух веков этот вопрос оставался  открытым, а данная функция  функцией не считалась. После открытия Фурье ситуация резко поменялась. 

В результате Эйлер и другие крупные математики пришли к выводу, что существующее понятие функции (класс аналитически изображённых функций) существенно уже класс всех функций вообще. Поэтому необходимо расширить это понятие. Более широкое и уже приближающееся к современному понятие функции было дано в 1834 году Лобачевским, он указал на необходимость задания правила (условия), позволяющего испытывать каждое значение Х. Наконец,  в 1837 году Дирихле дал наиболее общее (классическое) определение функции, охватывающее всё содержание математики:

Y -  есть функция от X, если всякому значению X соответствует вполне определённое значение Y,  причём совершенно не важно, каким именно способом установлено указанное соответствие.

В современных терминах это определение связано с понятием множества и звучит так: «Функция есть произвольный способ отображения множества  А = {а} во множество В = {а}, по которому каждому элементу а из множества  А поставлен  в соответствие определённый элемент 
b из множества  В.  Уже в этом определении не накладывается никаких ограничений на закон соответствия (этот закон может задан формулой, таблицей, графиком, словесным описанием). Главное в этом определении:                                    

 Под элементом множества  А и В понимаются при этом  элементы произвольной природы.

Это определение вполне устраивало всех математиков: под него попадали все функциональные зависимости в то время известные в математике. Оно сталь широко,  что им действительно охватывается всё содержание и современной математики. Более того, с точки зрения общего учения о функциях та или иная отдельная математическая дисциплина  характеризуется типом рассматриваемых в ней функций.

Так в анализе рассматриваются функции, отображающие одно числовое множество на другое числовое множество. Если это  некоторые множества действительных чисел, то имеем функцию действительной (вещественной) переменной. Если же это некоторые  множества комплексных чисел, то имеем комплексную функцию комплексной переменной.

В вариационном исчислении основным понятием является функционал. Функционал – это соответствие, которое каждой функции из некоторого класса (который называется областью определения функции) сопоставляет определённое число, иначе функционал отображает множество функций во множество чисел. 

В операционном исчислении основным объектом изучения является оператор. Оператор некоторой функции ставит в соответствие другую функцию (причём функции здесь являются элементами множества). Например,  оператор дифференцирования переводит всякую дифференцируемую функцию ƒ  одного вещественного переменного в производную ƒ.
В теории чисел рассматриваются так называемые арифметические функции, т.е. функции, принимающие лишь целочисленные значения. Такие функции могут быть заданы или на множестве N (например, τ(n) и S(n) – выражающее число и сумму делителей числа n), или на множестве R (например, {x} и [x] – дробная часть числа и наибольшее целое число, не превосходящее действительное число X).

Преобразования, составляющее содержание геометрии, можно также рассматривать с точки зрения общего понятия функции. Таким образом, здесь изучаются точечные соответствия, т.е. функции, отображающие геометрические образы. В связи с характером этих отображений классифицируется содержание геометрии. В элементарной геометрии изучается движение и подобие, далее идут аффинная и проективная геометрия, конформная геометрия (характеризуемая сохранением углов при рассматриваемых в ней отображениях),  и т. д.

Итак, из сказанного выше, отметим, что понятие функции, оформившееся под влиянием спора о колебании струны, данное окончательно Дирихле, охватывает всё содержание современной математики. Однако развитие этого понятия  не прекратилось и в настоящее время. Оно происходит внутри этого понятия в разных направлениях. 
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